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3.2.3 Die Stabiliẗat der permanenten Achsen . . . . . . . . . . . .17
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1 Einleitung und Themenschwerpunkt

Mit dem Begriff Kreisel verbindet man im Allgemeinen zuerst ein sich drehendes

Spielzeug f̈ur Kinder. Das hinter einer solchen Rotation durchaus komplexe Vorgänge

ablaufen k̈onnen, erkennt man, sobald die Kreiselbewegung zuschlingernbeginnt und

die Gesamtbewegung eher an einen Kegel errinnert. Diese Bewegung und weitere Ei-

genschaften eines Kreisel werden nun etwas genauer dargelegt.

Diese Facharbeit beginnt mit einem Grundlagenteil, um die geltenden physikali-

schen Gesetze zu erläutern. Der darauf folgende Teil behandelt die Drehbewegung des

symmetrische Kreisels und deren Anwendungsmöglichkeiten und Erscheinungen.

2 Physikalische Beschreibung rotierender K örper

Zu Beginn sollen zun̈achst die BegriffeRotation, Drehgeschwindigkeit, Drehmoment,

TrägheitsmomentundDrehimpulsdargelegt und erläutert werden, da diese für die an-

schließende Behandlung des Kreisels benötigt werden.

2.1 Translation und Rotation

Die BegriffeTranslationundRo-

Abbildung 1:Translation an einer schiefen Ebene

tationbeziehen sich beide auf star-

re Körper, d.h. auf K̈orper, die in

ihrer Form auch bei schnellen Dreh-

bewegungen gleich bleiben oder

lediglich vernachl̈assigbare Form̈ande-

rungen vollziehen und dessen Ein-

zelteile immer die gleiche Lage

zueinander behalten1.

Ein Körper beschreibt eineTranslation, wenn ein gerader Strich (etwa ein Line-

al) während seiner gesamten Bewegung parallel zur Ausgangslage bleibt. In anderen

Worten bezeichnet eine Translation eine Verschiebung in eine einzige Richtung. Ein
1vgl: Quelle 5 S. 71: 4.1 Die Schiebung (Translation)
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Beispiel daf̈ur wäre das Verschieben eines Regals oder einer Kiste (Abbildung 1).

EineRotation hingegen zwingt al-

Abbildung 2:Rotation um eine feste Achse

le Teile eines starren K̈orpers eine

Kreisbahn um die Rotationsachse zu

vollziehen. Diese Massenpunkte bil-

den somit konzentrische Kreise mit

unterschiedlichen Radien zur Ach-

se, was bedeutet, dass sich die Teil-

chen mit unterschiedlicher Geschwin-

digkeit bewegen. Der Unterschied zur

allgemeinen Translation liegt darin, das diese Teilchen eine Verschiebung auf einer

kreisförmigen Bahn beschreiben2. In Skizze 2 erkennt man, wie sich ein Körper, etwa

eine Kiste, mit einen Winkelϕ um eine ortsfeste Rotationsachse dreht. Die zurückge-

legte Wegstrecke eines einzelnen Punktes ist dabei abhängig von der Entfernung zur

Drehachse und lässt sich mit

∆s1 = r1 · ϕ (2.1)

berechnen.

2.2 Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung

Die Winkelgeschwindigkeitω ist dieÄnderung des Winkelsϕ in der Zeitt. Somit ist

die Winkelgeschwindigkeit definiert als3:

ω =
∆ ϕ

∆ t
= 2π · f (2.2)

Man könnte sagen, es ist die Geschwindigkeit mit der sich der Körper dreht. Die Be-

wegung, die jedes einzelne Teilchen beschreibt, liegt, wie bereits erwähnt, auf einer

Kreisbahn mit der Entfernungr zur Drehachse. Mit Formel 2.1 ergibt sich für die Ge-

schwindigkeit des Teilchens also4:

v =
∆s

∆t
=

r ·∆ϕ

∆t
= ω · r (2.3)

2vgl: Quelle 5 S. 71: 4.2 Die Drehung (Rotation)
3Quelle 6 S. 304: 10.1 Grundlagen
4Quelle 12 S. 19: M7 Einfache krummlinige Bewegungen
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Da es sich bei der Drehung durchaus auch um eine beschleunigte Rotation, bedingt

durch Reibung oder Herabrollen an einer schiefe Ebene, handeln kann, muss nun die

Beschleunigung mitbetrachtet werden. Dazu wird die Winkelbeschleunigungα aus

dem Quotienten der̈Anderung der Winkelgeschwindigkeitω und dem Zeitintervall∆t

gebildet5:

α =
∆ω

∆t
(2.4)

[α] =
1

s2

Zur Berechnung der Momentanbeschleunigung bedient man sich des Limes:

αmomentan = lim
∆t→0

∆ ω

∆ t
(2.5)

Für die Beschleunigunga eines Massepunkts im Abstandr zur Drehachse ergibt sich:

a =
∆v

∆t
=

r ·∆ω

∆t
= r · α (2.6)

Natürlich gilt auch bei der Rotation der Satz der kinetischen Energie6:

Ekin =
1

2
m · v2 (2.7)

Letztendlich ergibt sich aus den Formeln 2.3 und 2.7 für die Energie7:

E =
1

2
·m · v2 =

1

2
·m · r2 · ω2 =

1

2
(m · r2) ω2 (2.8)

2.3 Das Tr ägheitsmoment

2.3.1 allgemeines Tr ägheitsprinzip

Versucht man einen K̈orper durch Translation zu verschieben, wirkt dieserträge. Die

Trägheit, die jeder K̈orper besitzt, sobald er eine Masse hat, wirkt derÄnderung seines

Bewegungszustandes entgegen. Das erste Newtonsche Axiom (Lex Prima) bezeichnet

dieses Tr̈agheitsprinzip8:

5Quelle 6 S. 304: 10.2.1 Das Drehmoment
6Quelle 12 S.14: M5 Erhaltungssätze
7vgl: Quelle 2 S. 131f: 2.6.4 Das Trägheitsmoment
8Quelle 16 Wikipedia - Die freie Enzyklopädie - Newton Axiome
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Ein Körper, auf den keinëaußeren Kr̈afte wirken, verharrt in seinem Zu-

stand der Ruhe oder der gleichförmigen geradlinigen Bewegung.

Für eine reine Translation ẅare die n̈otige Kraft demnachF = m · a. Bei einer Rota-

tion ist das Ganze nun nicht mehr so leicht, da die Kräfte aufgrund des Drehmoments

mit unterschiedlicher Wirkung am K̈orper angreifen. Um auch bei einer Rotation eine

Trägheit definieren zu k̈onnen wurde dasTrägheitsmomenteingef̈uhrt.

2.3.2 Trägheitsmoment eines Massepunkts

Das Tr̈agheitsmoment, auch Drehmasse oder Massenträgheitsmoment, wird definiert

aus Formel 2.89:

E =
1

2
·m · v2 =

1

2
(m · r2)ω2s =

1

2
· Jω2 (2.9)

J = m · r2 (2.10)

[J ] = 1kgm2

Auf einen Punkte gebracht10:

Wenn ein Massepunkt mit der Massem im Abstandr um eine feste Achse

rotiert, so hat er das Tr̈agheitsmomentJ = m·r2 und die Rotationsenergie

Wrot = 1
2
J · ω2 Die abgeleitete Einheit des Trägheitsmomentes ist das

Kilogramm mal Quadratmeter. 1 Kilogramm mal Quadratmeter ist gleich

dem Tr̈agheitsmoment, das ein Massenpunkt mit der Masse 1kg besitzt der

im Abstand 1m um eine feste Drehachse rotiert.

2.3.3 Trägheitsmoment eines starren K örpers

Wie man sich leicht vorstellen kann, befinden sich innerhalb eines starren Köpers, wie

etwa eines Zylinders, viele verschiedene Massepunkte, die alle einen unterschiedlichen

9vgl: Quelle 2 S.131: 2.6.4 Das Trägheitsmoment und Quelle 6 S. 310: 10.2.2 Das Trägheitsmoment
10Zitiert von Quelle 2 S.131 und S.132

6



Abstand zur Rotationsachse einnehmen. Um auch für solche K̈orper einen Tr̈agheits-

moment berechnen zu können muss die Formel 2.10 nun erweitert werden.

Tats̈achlich ist das nicht sonderlich schwer, da man sich lediglich alle einzelnen

Trägheitsmomente dern Teilchen summiert denken muss, um das gesamte Trägheits-

moment zu erhalten. Demnach gilt11:

J = (m1 · r2
1 + m2 · r2

2 + · · ·+ mn · r2
n) =

n∑
z=1

mzr
2
z (2.11)

Es wird also jede Teilmasse mit dem Quadrat ihres Abstandes von der Drehachse ge-

wichtet. Im Fall einer kontinuierlichen Massenverteilung (ausgedehnter Körper) wird

die Summe durch das Integral ersetzt:

J =

∫
r2dm (2.12)

Somit ergibt sich f̈ur die Rotationsenergie eines starren Körpers12

Erot =
1

2
ω2

n∑
z=1

mzr
2
z =⇒ Erot =

1

2
ω2

∫
r2dm (2.13)

Das Tr̈agheitsmoment eines Vollzylinders kannüber die Tr̈agheitsmomente seiner

Teilzylinder mit der Dicke∆r im Radiusr und der Ḧoheh berechnet werden (Dichte

seiρ) 13:

J = m · r2 = ρV · r2 = ρ · 2πrh∆r · r2 (2.14)

Integriert man̈uber alle m̈oglichen Radienr = 0 bis r = R so ergibt sich aus 2.14:

J =

∫ R

0

2 π ρ h r3 dr =
1

2
π ρ h R4 (2.15)

Da die Masse des Vollzylindersm = ρ · V = ρ π hR2 ist14, gilt also f̈ur den Vollzy-

linder ein Tr̈agheitsmoment:

J =
1

2
mR2 (2.16)

Weitere wichtige Tr̈agheitsmomente15:

11Quelle 4 S. 108f: 6.2 Trägheitsmomente
12Quelle 2 S. 132: 2.6.4 Das Trägheitsmoment
13Quelle 2 S. 72: 1.4.2 Trägheitsmoment und Rotationsenergie
14Quelle 11 S. 34: Stereometrie
15Bilder und Inhalt aus Quelle 17 Wikipedia - Die freie Enzyklopädie - Tr̈agheitsmoment
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Punktmasse:

J = m · r2

Zylindermantel: Vollzylinder:

J = m · r2 J = 1
2
m · r2

Hohlzylinder: Vollzylinder:

J = 1
2
m · (r2

2 + r2
1) J = 1

4
m · r2 + 1

12
m · l2

Zylindermantel: Quader:

J = 1
2
m · r2 + 2

12
m · l2 J = 1

12
m · (a2 + b2)

Stab: Stab:

J = 1
3
m · l2 J = 1

12
m · l2

Kugelschale: massive Kugel:

J = 2
3
m · r2 J = 2

5
m · r2

Es ist zu verdeutlichen, dass im Unterschied zu anderen Eigenschaften eines Körpers,

wie der Masse, das Trägheitsmoment nicht fest ist. Ein Körper kann daher bei gleich-

bleibender Masse je nach der Lage der Drehachse unterschiedliche Trägheitsmomente

haben16.

Von besonderem Interesse sind all jene Drehachsen, die durch den Schwerpunkt des

Körpers gehen. Man stellt fest, dass für einen beliebigen K̈orper genau zwei Drehach-

sen existieren, an dem das Trägheitsmoment ein Maximum und ein Minimun beträgt.

Diese beiden Achsen, zusammen mit einer dritten, an dem ein mittleres Trägheitsmo-

ment herrscht, stehen aufeinander senkrecht und werden alsHaupttr ägheitsachsen

des K̈orpers bezeichnet17.

16vgl: Quelle 2 S. 133: 2.6.4 Das Trägheitsmoment
17Quelle 8 S. 57 3. Die Stabilität der permanenten Achsen
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2.3.4 Der Steinersche Satz

Der Steinersche Satzist für die Behandlung des symmetrischen Kreisels nicht nötig

und wird nur der Vollsẗandigkeit halber hier erẅahnt.

Bisher wurde immer angenommen, dass die Achse, um die wir einen Rotationskörper

drehen, mit der geometrischen Achse des Körpers zusammenfällt. Nehmen wir nun je-

doch einen Quader, so kann man als Drehachse neben der Symmetrieachse auch belie-

bige andere Achsen verwenden, selbst solche, die ausserhalb des Quaders liegen (siehe

dazu Abbildung 3). DerSatz des Steinerbezieht sich nun auf all jene Rotationsachsen,

Abbildung 3:Rotationsachsen auch ausserhalb der Symmetrieachse

dieparallel zur Figurenachse liegen. Er ist wie folgt definiert18:

J = J0 + m · r2 (2.17)

Dabei istr der Abstand der Drehachse zur parallelen Figurenachse.

Das Tr̈agheitsmoment eines Körpers, bezogen auf eine zur Schwerachse

parallele Achse, ist gleich dem Trägheitsmoment, bezogen auf die Schwer-

achse, zuz̈uglich dem Produkt aus Masse und Quadrat des Achsabstan-

des19.
18vgl: Quelle 18 Wikipedia - Die freie Enzyklopädie - Steinerscher Satz
19zitiert aus Quelle 7 S. 340: 8.3.2.3 Der Satz von Steiner (Verschiebungssatz)
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2.4 Die gleichm äßig beschleunigte Drehbewegung und das

Drehmoment

Eine gleichm̈aßig beschleunigte Drehbewegung

Abbildung 4:die beschleunigte Bewegung

an einer Fadenrolle

lässt sich am einfachsten an einer Fadenrolle be-

schreiben (Abbildung 4). Zerrt eine Kraft~F an

einen Punkt P ausserhalb der Drehachse, so rollt

sich die Fadenrolle auf. Wirkt diese Kraft nun

sẗandig, wird die Drehbewegung gleichmäßig be-

schleunigt20.

Der Drehmoment ist nun wie folgt definiert21:

~M = ~r × ~F (2.18)

Es ergibt sich also ein Rechtssystem bei dem drei Vektoren, nämlich Kraft, Kraftarm

und Drehmoment, aufeinander senkrecht stehen. Schließen Arm und Kraft einen Win-

kel ϕ ein, so gilt21:

M = r · F · sin ϕ (2.19)

Diese neue physikalische Größe besitzt die EinheitNewtonmeter22:

[M ] = 1Nm =
kg m2

s2

1 Newtonmeterist das Drehmoment, das entsteht, wenn die Kraft1N an einem1m

langen Kraftarm wirkt und die Vektoren von Kraft und Kraftarm aufeinander senkrecht

stehen21. Das Drehmoment ist die Ursache einer beschleunigten Drehbewegung. Es

ergibt sich eine direkte Abḧangigkeit zwischen dem Drehmoment und dem Trägheits-

moment:

M = r · F = r ·ma = r ·m · r · α = mr2 · α = J · α (2.20)

20vgl: Quelle 3 S. 70: 1.4 Die gleichm̈aßig beschleunigte Drehbewegung
21Quelle 2 S. 127f. 2.6.1 Das Drehmoment
22Quelle 2 S. 128. 2.6.1 Das Drehmoment und Quelle 12 S. 72: T1 Physikalische Größen
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Greifen zwei Kr̈afte an einem um eine Achse drehbaren Körper an, so

bleibt dieser in Ruhe, sofern die Produkte aus Kraft und senkrechtem Ab-

stand zur Achse gleich sind.23

Die Figur in Abbildung 5 befindet sich

Abbildung 5:Skizze zur Veranschaulichung des

Drehmoments an einem Rotati-

onsk̈orper

demnach genau dann im Gleichgewicht,

wenn die Summe aller Drehmomente

gleich ist. Dabei ist zu beachten, dass

es eine wesentliche Rolle spielt, in wel-

che Richtung welche Kraft ansetzt. All

jene Kr̈afte die f̈ur eine DrehungimUhr-

zeigersinn verantworlich sind stehen zu-

sammen mit ihren zur Kraft senkrecht

stehendenDreharmeauf einer Seite und

umgekehrt24.

F1 · r1 + F4 · r4 = F2 · r2 + F3 · r3

Die zur Drehung um einen Winkel∆ϕ nötige Energie l̈asst sich mit Hilfe von

∆E = F ·∆s berechnen. Dabei gilt∆s = r · ϕ und sin α = 1. Somit ergibt sich24:

∆E = F · r ·∆ϕ = M ·∆ϕ (2.21)

2.5 Der Drehimpuls und seine Erhaltung

Neben den bekannten Erhaltungssätzen der Masse und der Energie gibt es noch zwei

weitere, n̈amlich:

• den Impulserhaltungssatz der Translationsbewegung und

• denDrehimpulserhaltungssatz der Rotation

23Quelle 6 S. 307: 10.2.1 Das Drehmoment
24Quelle 3 S. 70: 1.4.1 Die gleichm̈aßig beschleunigte Drehbewegung
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Zum Impulserhaltungssatz

Jeder K̈orper mit der Massem, der eine Translation mit einer Geschwindigkeitv

erfährt, besitzt einen Impulsp aus25 ~p = m · ~v
Der Impulserhaltungssatz besagt nun, dass die Summe aller Einzelimpulse in ei-

nem abgeschlossenen System (d.h. keine Krafteinwirkung von außen) einen konstan-

ten Wert ergibt26. Da dieser Satz nur bei einer Translation zum Tragen kommt muss,

also eine weitere Regel für eine Rotation aufgestellt werden.

Zum Drehimpulserhaltungssatz

Der Drehimpuls, auch Drall oder Wucht genannt, bildet sich aus dem Trägheitsmoment

J (siehe Formel 2.11) und der Winkelgeschwindigkeit~ω (siehe dazu Formel 2.2) und

wird mit L bezeichnet27:

L = J · ω (2.22)

[L] = kg · m2

s
= Nms = Js

Der Drehimpulserhaltungssatz besagt28:

Der Gesamtdrehimpuls eines starren Körpers ist innerhalb eines geschlos-

senen Systems konstant:

L = J ω = const. (2.23)

Die zeitlicheÄnderung des Drehimpulses wird durch einenäußeren Drehmoment

bewirkt:
∆L

∆t
= J · ∆ω

∆t
= J · α = M (2.24)

25Quelle: 12 S. 15: M5 Erhaltungssätze; Formel 5.2.2 Impuls~p Definition
26Quelle 6 S. 319: 10.3 Der Drehimpuls
27Quelle 12 S. 33: M12 Drehbewegung eines starren Körpers
28Quelle 6 S. 320: 10.3 Der Drehimpuls

12



Abbildung 6:Darstellung des Drehimpulserhaltungssatzes

Ein Experiment wie in Abbildung 6 verdeutlich den Zusammenhang zwischen Win-

kelgeschwindigkeitω und dem Tr̈agheitsmomentJ . Durch das Heranziehen der Han-

teln wird nach Formel 2.19 das Trägheitsmoment verringert. Da jedoch mangelsäuße-

rer Drehmomente der GesamtimpulsL konstant bleiben muss, erhöht sich die Winkel-

geschwindigkeit29. Ähnliches Verhalten wird auch bei einer Pirouette im Eiskunstlauf

deutlich30.

2.6 Direkter Vergleich zwischen Translation und Rotation

Zusammenfassend die wichtigsten Merkmale der Translation und der Rotation im di-

rekten Vergleich31:

29Quelle 3 S. 74: 1.4.3 Der Drehmoment und seine Erhaltung
30Quelle: 6 S. 321: 10.3 Der Drehimpuls
31Quelle 2 S. 143: 2.6.7 Die Analogien zwischen der Translations- und der Rotationsbewegung
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Translation Rotation

Weg s Drehwinkel ϕ

Geschwindigkeit v = ds
dt

Winkelgeschwindigkeit ω = dϕ
dt

Beschleunigung a = dv
dt

= d2s
dt2

Winkelbeschleunigung α = dω
dt

= d2ϕ
dt2

Masse m Trägheitsmoment der

Drehachse

J =
∫

r2dm

Kraft F = m · a Drehmoment M = J · α
Arbeit W =

∫
Fds Arbeit W =

∫
Mdϕ

Leistung P = dW
dt

= F · v Leistung P = dW
dt

= M · ω
Translationsenergie WTrans = 1

2
m ·v2 Rotationsenergie WRot = 1

2
J · ω2

Impuls p = m · v Drehimpuls / Drall L = J · ω
Gleichförmige Transla-

tion

s = v · t Gleichm̈aßige Kreisbe-

wegung

ϕ = ω · t

Gleichm̈aßig beschleu-

nigte Translationsbe-

wegung

v1 = v0 + a · t1;
s1 = s0 + v0 · t +

1
2
a · t2

Gleichm̈aßig beschleu-

nigte Rotationsbewe-

gung

ω1 = ω0 + α · t1;
ϕ1 = ϕ0 +ω0 · t+
1
2
α · t2

3 Der symmetrische Kreisel

Im folgenden Kapitel sollen die bisher erarbeiteten Grundlagen der Drehbewegung auf

den speziellen Fall des Kreisels angewendet werden. Dazu wird zunächst definiert,

was man unter einem Kreisel, insbesondere einem symmetrischen Kreisel versteht und

anschließend zwei grundlegende Typen, der kräftefreie und der schwere Keisel be-

sprochen. Auf die Besonderheiten der sog.Schnellen Kreiselkann in dieser Arbeit

aus Platzgr̈unden nicht eingegangen werden. Detaiilerte Informationen zum schnellen

Kreisel bietet Dr. Grammel der Hochschule Stuttgart in seiner Buchüber die Kreisel-

physik32.

32Quelle 8 S. 72: 6.3 Schnelle Kreisel

14



3.1 Definition eines symmetrischen Kreisels

Abbildung 7:Kreisel in Cardangeḧange

Unter einem Kreisel versteht man einen starren, rotierenden Körper, der

entweder ganz frei beweglich ist, oder der bei völliger Drehfreiheit nur in

einem Punkte festgehalten wird33.

Man muss jedoch prinzipiell zwischen zwei Arten von Kreiseln unterscheiden. Es

gibt einerseits densymmetrischenKreisel (siehe Abbildung 7), auf den sich diese Ar-

beit spezialisiert und andererseits einenasymmetrischenKreisel, der auf Grund von

wesentlich komplizierteren Abläufen bei der Rotation nicht weiter besprochen werden

kann.

Unter einem symmetrischen Kreisel versteht man einen starren, homoge-

nen und rotationssymmetrischen Körper. Die Symmetrieachse wird als Fi-

gurenachse bezeichnet und geht durch den Schwerpunkt des Kreisels34.

33zitiert von Quelle 2 S. 139: 2.6.6 Der Kreisel
34Quelle 2 S. 140: 2.6.6 Der Kreisel
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3.2 Der kr äftefreie symmetrische Kreisel

3.2.1 Definition des kr äftefreien Kreisels

Abbildung 8:Kräftefreier symmetrischer Kreisel

All jene symmetrischen Kreisel, bei denen der Schwerpunkt auf den Stützpunkt des

Kreisels f̈allt, werden alskräftefreie symmetrische Kreiselbezeichnet (siehe dazu Ab-

bildung 8). Er wird deshalb so genannt, da sich Stützkraft und Schwerkraft aufheben

und somit keine Kraft von außen auf ihn wirkt. Natürlich gilt es etwaige Reibungs-

kräfte zu vernachlässigen35. Ein jeder K̈orper besitzt nun drei Hauptachsen.

Unter einer Haupttr̈agheitsachse eines starren Körpers versteht man

die beiden durch den Schwerpunkt gehenden, zueinander senkrechten Ach-

sen, f̈ur die das Tr̈agheitsmoment des Körpers ein Maximum bzw. ein Mi-

nimum ist, sowie eine dritte zu den beiden senkrechte Achse, für die das

Trägheitsmoment einen mittleren Wert hat36.

Ein Kreisel wird als schlafend bezeichnet, wenn er keine weitere Bewegung neben

der Eigenrotation der Hautpachse beschreibt. Er dreht sich dann aufrechtstehend so

ruhig, dass man ihm die Bewegung nicht ansieht. Warum ein solcher Kreisel auch

von selbst zu schlafen beginnt kann in Schlinings Arbeitüber Kreiselpḧanomene37 10

nachgelesen werden. Dort gibt es auch Informationenüber all jene Kreisel, die in ihrem

Stützpunkt nicht fixiert, also frei beweglich sind.

3.2.2 Unabh ängigkeit der Drehbewegung

Wie bereits in Kapitel 2.5 festgestellt, ist der Gesamtdrehimpuls innerhalb eines ge-

schlossenen Systems immer konstant.
35vgl Quelle 8 S. 49f: Der symmetrische Kreisel
36zitiert aus Quelle 2 S. 133: Die Drehbewegung
37Quelle 10 S. 14: 5 Wenn der Kreisel schläft...
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Ein Impuls auf den Stützpunkt ẅurde den Kreisel lediglich zu einer Translation in

die Stoßrichtung bewegen, hätte aber keinerlei Einfluss auf die Rotation des Körpers38.

Solange ein Impuls keinen Einfluss auf die Achse des Kreisels hat, sind die Rotation

des Kreisels und die Translation des Stützpunktes von einander unabhängig.

3.2.3 Die Stabilit ät der permanenten Achsen

Das Besondere an einem kräftefreien Kreisel ist, dass er sich auf seinen Hauptachsen

stabil halten kann. Das liegt am Drehimpulserhaltungssatz. Zur Verdeutlichung die-

ser Stabiliẗat könnte man in einem Experiment versuchen die Achse eines, sich sehr

schnell drehenden, Kreisel zu kippen. Man wird festellen, dass der Kreisel mit einer

Gegenkraft versucht der̈Anderung der Drehachse entgegen zu wirken. Er versucht

seine stabile Drehachse beizubehalten.

Betrachten wir nun einmal einen einzelnen Massenpunkt. Auf jedes Teilchen wirken

Zentrifugal- und Zentripetalkraft, erstere versucht das Teilchen aus seiner Bahn heraus

zu schleudern, die andere hält das Teilchen in seiner Kreisbahn. Würde man die Ver-

bindung zwischen dem Teilchen und der rotierenden Achse entfernen würde es sich

tangential, also in einer geradlinigen Bewegung vom Kreisel entfernen.

Die Figurenachse eines rotierenden, kräftefreien Kreisels beḧalt bei ru-

hendem Unterstützungspunkt ihre Lage im Raum und bei einer Bewegung

des Untersẗutzungspunkt ihre Richtung um Raum bei39.

Jede Richtungs̈anderung der Rotationsachse führt zu einer Richtungsänderung der ein-

zelnen Teilchen. Der Kreisel stabilisiert sich sozusagen von selbst. Das Drehmoment,

das aufzuwenden ist um die Achse zu kippen, ist also umso größer, je schneller sich

der Kreisel dreht.40

Dieses Prinzip wird auch bei Geschossen, zB. bei einem Gewehr verwendet. Eine

Führungsrille im Lauf verleiht der Kugel einen Geschossdrall, der parallel zur Flug-

richtung liegt. Das bedeutet, dass die Drehbewegung der Kugel jeder von außen wir-

38vgl: Quelle 8 S. 50: 4 Der kräftefreie symmetrische Kreisel
39zitiert aus Quelle 2 S. 142: 2.6.6 Der Kreisel
40vgl: Quelle 10 S. 13: 2 Achsenstabilität
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kenden Kraft, etwa dem Wind entgegenwirkt und das Projektil so die Richtung bei-

beḧalt41.

3.2.4 Die Nutation des kr äftefreien Kreisels

Wir müssen nun klar unterscheiden zwischen derDrehimpulsachse, derDrehachseund

derFigurenachse.

Erteilt man einem rotierenden Kreisel nun einen Stoß senkrecht zur Achse, wodurch

nach Formel 2.18 ein weiterer Drehmoment entsteht, so fallen Drehachse, Drehim-

pulsachse und Figurenachse nicht mehr zusammen. Der Kreisel dreht sich sozusagen

nicht mehr um seine eigene Symmetrieachse und beginnt zuschlingern. Eine solche

Bewegung wird als Nutation42 bezeichnet.

Die Figurenachse beschreibt nun den sogenannteNutationkegel43(siehe Abbildung

10).

Abbildung 9:Grafik zur Veranschaulichung des Drehimpulserhaltungssatzes bei der Nutation

Ursache f̈ur die Ausweichbewegung ist der Drehimpulserhaltungssatz. Der zusätzli-

che Drehimpuls, verursacht durch den Stoß, sorgt für einen Gesamtdrehimpuls~Lges =

~Lrot + ~Lstoß, der nach Betrag und Richtung gleich bleiben muss. Die Drehimpulsachse

41Quelle 2 S. 142: 2.6.6 Der Kreisel
42von

”
nutare“(lat.) = nicken, schwanken; teilweise auchreguläre oderkr äftefreie Präzessiongennant

43vgl: Quelle 8 S. 76: 4. Die pseudoreguläre Prazession
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~Lrot und die Drehachse~ωrot fallen mit der Figurenachse zusammenfallen. Weiter lie-

gen auch die durch den Stoß entstanden Drehimpulsachse~Lstoß und Drehachse~ωstoß

aufeinander. Die Verschiedenheit der senkrecht zueinander stehenden Hauptträgheits-

momente (Jrot ist minimal undJstoß maximal) ergibt, nach der Formel~L = J · ~ω, für

die Winkelgeschwindigkeiten ein großes~ωrot und ein kleines~ωstoß. Abbildung 9 zeigt

nun, dass die vektorielle Summe beider Drehachsen und Drehimpulsachsen keinesfalls

mehr zusammenfallen44.

Das bedeutet, dass die Figurenachse einen

Abbildung 10:Figurenachse, Drehachse und Dre-

himpulsachse fallen nicht aufein-

ander. Es entsteht der Nutationske-

gel

Kegel, den sog, Nutationskegel, und die

Drehachse den sog. Rastpolkegel beschreibt.

Die Drehimpulsachse ist, nach dem Dre-

himpulserhaltungsatz, ortsfest. Bildlich ge-

sprochen dreht sich die Figurenachse um

die Drehachse und diese wiederum rotiert

um die ortsfeste Drehimpulsachse. Abbil-

dung 10 zeigt den Nutationskegel und den

Rastpolkegel. Zur Veranschaulichung kann

man sich einen Kegel vorstellen, dessen

Innenseite um den Rastpolkegel rotiert. Die

Achse dieses sog. Gangpolkegels beschreibt den Weg der Figurenachse bei einer Nu-

tation.

Die Winkelgeschwindigkeit, mit der der Kegel um die Drehimpulsachse nutiert lässt

errechnen45:

ωnut =
L

JÄ

(3.1)

JÄ ist dabei das Tr̈agheitsmoment des Kreisels um seineäquatoriale Hauptachse.

44pers̈onliche Mitteilung von Doktor Hammer - physikalisches Institut Erlangen
45Quelle 15 S.3: 3.2 Die Nutation (kräftefreier Kreisel)
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3.3 Der schwere Kreisel

3.3.1 Definition des schweren Kreisels

Bei den bisherigen Kreiseln ist der Schwerpunkt mit dem Stützpunkt zusammengefal-

len. Bei einem schweren Kreisel ist das anders. Hier lagert man den Kreisel bewusst

ausserhalb des Schwerpunkts und sorgt dafür, dass sich Schwerkraft und Stützkraft

nicht mehr gegenseitig aufheben (siehe Abbildung 11). Das hat nun zur Folge, dass die

Schwerkraft ein sẗandiges Drehmoment auf den Kreisel ausübt. Das Ergebnis ist eine

Präzession.

Abbildung 11:Der Schwerpunkt liegt außerhalb des Stützpunktes. Somit handelt es sich um einen

schweren Kreisel

3.3.2 Präzession eines schweren Kreisels

Zur Durchf̈uhrung einer Pr̈azession verwenden wir einen kräftefreien symmetrischen

Kreisel in seiner Eigendrehung und machen aus ihm einen nichtkräftefreien, also schwe-

ren Kreisel. Dies tun wir zum Beispiel durch ein zusätzliches Gewichtstück und ver-

schieben damit den Schwerpunkt weg vom Stützpunkt des Kreisels. Es ergibt sich

somit auf Grund der Schwerkraft ein weiteres Drehmoment, das den Kreisel zu kippen

versucht. Der Kreisel stürzt von seiner stabilen vertikalen Achse und vollführt eine

zus̈atzliche Kreisbewegung46.

Hier gilt nun, dass die Schwerkraft ein weiteres Drehmoment ausübt (Abb. 12).

Dieses Drehmoment~Mp, steht senkrecht auf~FG und~r. Nach Gleichung 2.24 liefert

46Quelle 14 Universiẗat Stuttgart - Rotation freier Achsen; Kreisel
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Abbildung 12:Skizze eines Darstellung der Präzession

die zeitlicheÄnderung des Drehmoments~Mp eine Drehimpuls̈anderungd ~Lp

dt
. Diese

Drehimpuls̈anderung addiert sich nun zum vorhanderen Drehimpuls~L hinzu. Da das

Drehmoment~Mp zu jedem Zeitpunkt senkrecht zum Drehimpuls~L steht hat eine sol-

che Drehimpuls̈anderung zur Folge, dass die Richtung von~L immer verschieden ist.

Die Figurenachse weicht aus. Dabei schliessenJ~ω undJ ~ωp einen Winkel∆ϕ ein47.

Für den Gesamtdrehimpuls ergibt sich48:

Lges = ~L + ~Lp = J · ~ω +

∫
~MGdt (3.2)

Wir stellen fest: Eine Pr̈azession ist diedirekte Folge der Schwerkraft49.

Die zus̈atzliche Energie die n̈otig ist, um die Pr̈azessionbewegung zu vollziehen wird

dadurch aufgebracht, dass der Kreisel den Präzessionswinkelϕ vergr̈oßert und dadurch

potentielle Energie zur Verfügung stellt49.

Nach einer gewissen Zeit jedoch vergrößert sich der Winkel zwischen Kreiselachse

und vertikaler mehr und mehr, bis er letztendlich auf dem Grund aufsetzt oder sich

aus der Verankerung löst. Dieser Effekt ist durch den Energieverlust durch Reibung

zu erkl̈aren, der durch die Vergrößerung des Winkels kompensiert werden muss. Bei

absoluter Reibungsfreiheit ẅurde sich an der Rotations- und der Präzessionsbewegung

nichts mehr̈andern50.

47pers̈onliche Mitteilung von Doktor Hammer - physikalisches Institut Erlangen
48siehe Quelle 5 S.189: 6.3.8 Der Kreisel
49Quelle 10 S. 14: 4 Präzession
50Quelle 10 S. 14: 4 Präzession
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Abbildung 13:Skizze eines Präzessionskegel um die Präzessionsachse

Für die Winkelgeschwindigkeitωpr gilt51:

ωpr =
M

L · sin ϕ
=

rF

L · sin ϕ
(3.3)

3.3.3 Das Kreiselmoment MK

Wir wissen nun bereits, wie eine Präzession aussieht, jedoch wissen wir nicht, wie

der Kreisel die Pr̈azessionsbewegung angesichts der wirkenden Schwerkraft aufrecht-

erḧalt. Dem DrehmomentM , den das Schwerkraftfeld verursacht, wirkt das Kreisel-

momentMK als Reaktionsmoment entgegen. Wir wissen, dass das Drehmoment senk-

recht auf die Drehachse des Kreisels und senkrecht auf die Drehachse der Präzession

wirkt. Zus̈atzlich haben wir nun ein Kreiseldrehmoment, das gegen dieses Drehmo-

ment wirkt. Es ergeben sich sozusagen zwei Rechtsysteme52(siehe Abbildung 14).

Für den Fall, dass zwischen den Vektoren~ω und ~ωp der Winkel ϕ 6= 90◦ ist. gilt

folgende Beziehung53:

MK = J · ω · ωp · sin ϕ (3.4)

Da sich die Kippbewegung des Kreisel nach kurzer Zeit verringert und der Kreisel in

51Quelle 15 Universiẗat Hannover
52Quelle 5 S. 191: 6.3.8 Der Kreisel
53Satz und Formel zitiert aus Quelle 5 S. 191: 6.3.8 Der Kreisel
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Abbildung 14:Das zus̈atzliche Drehmoment und das entgegenwirkende Kreiselmoment

eine Pr̈azessionsbewegung̈ubergeht, ist das KreiselmomentMK nun betraglich iden-

tisch mit dem DrehmomentMG, das die Schwerkraft verursacht. Die Kräfte, die am

Schwerpunkt angreifen, sind jetzt im Gleichgewicht und die Präzessionsbewegung un-

beschleunigt.

3.3.4 Der besondere Fall mit ϕ = 90◦

Etwas ganz Besonderes ist der Fall wenn

Abbildung 15:
”
Kreiselachseω jagt Momen-

tenachseM“

die Rotationsachse mit der Vertikalen einen

Winkel von ϕ = 90◦ einschließt. Auch hier

kann sich der Kreisel - sofern man eine geeig-

nete Apparatur dafür verwendet, da er sonst

mit dem Boden kollidiert - von selbst halten

(von etwaigen Reibungskräften wird abgese-

hen). Die Figurenachse beschreibt nun einen

Kreisbogen und muss deshalb mit maximaler

Geschwindigkeit um den Stützpunkt kreisen. Daher wird diese Form der Rotation als

labilste bezeichnet54.

Bruno Assmann bringt diese Form der Bewegung auf die kurze Formel55:

”
Kreiselachse jagt Momentenachse“

54vgl: Quelle 8 S. 56f: 3. Die Stabilität der permanenten Achsen
55zitiert aus Quelle 5 S. 190: 6.3.8 Der Kreisel

23



3.4 Die pseudoregul äre Pr äzession

Die pseudoreguläre Pr̈azession ist grundlegend̈ahnlich der Pr̈azession, nur mit einer

Nutation als Begleiterscheinung. Fällt der Radius des Nutationskegels sehr klein aus,

so ist eine pseudoreguläre Pr̈azession kaum zu erkennen.

Die Figurenachse des Kreisels rotiert somit doppelt, einmal als Präzession um die

Vertikale und ein weiteres mal um die Drehachse, die eben nicht mehr die Figurenachse

des Kreisels ist (Abbildung 16).

Abbildung 16:Bewegung der Figurenachse bei einer pseudoregulären Pr̈azession

Man nennt diese Kreiselbewegung, die trotz ihres einfachen Aussehens

ziemlich verwickelt ist, eine pseudoreguläre Präzession. Mann k̈onnte die

Erzitterungen der Figurenachse als Präzession zweiter Ordnung bezeich-

nen und benennt sie gewöhnlich mit dem der Astronomie entnommenen

Wort Nutationen. Den Pr̈azessionskegel zweiter Ordnung nennt man dann
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Nutationskegel56.

Der mittlere Polaus Abbildung 16 beschreibt die Bewegung auf dem Präzessions-

kegels, ẅahrend derwahre Poldie Position der Figurenachse zeigt.

Die Anzahl der Nutationen pro Präzessionsdurchlauf errechnet sich aus57:

n =
ωnut

ωpr

=
M

L sin α
L

JD

(3.5)

4 Anwendungsgebiete der Kreiselphysik

In vielen verschiedenen Bereichen gibt es Verwendung für die physikalischen Eigen-

schaften von Kreiseln. So zum Beispiel als Kompass oder künstlicher Horizont in

Flugzeugen oder als Trainingswerkzeug. Dieses Kapitel behandelt kurz und sehr ein-

geschr̈ankt die Einsatzm̈oglichkeiten des Kreisel.

4.1 Der Kreiselkompass

Eines der wichtigsten Instrumente im Cock-

Abbildung 17:Ein Kreiselkompass auf

demÄquator der Erde

pit eines Flugzeuges ist der Kompass. Jedoch

arbeitet dieser nicht wie ein gewöhnlicher Kom-

pass mit einer freibeweglich gelagerten magne-

tischen Nadel, sondern mit einem symmetrischen

Kreisel. Der sogenannte Kreiselkompass nutzt

nun die Drehbewegung der Erde aus um sich

auszurichten.

In Abbildung 17 ist ein Kreisel in1 so auf demÄquator gelagert, dass er sich mit sei-

nem Drehimpuls~L tangential zur Erdbewegung dreht. Dreht die Erde den Kreisel von

Position1 nach Position2, so muss die Drehachse gekippt werden. Das dazu notwendi-

ge Drehmoment~M verursacht eine Präzession. Dieses Drehmoment existiert solange,

wie ~L einen Teildrehimpuls in Richtung der Erddrehbewegung besitzt. Erst wenn die

Rotationsachse und somit die Drehimpulsachse senkrecht zur Drehbewegung der Er-
56vgl: Quelle 8 S. 76: 4. Die pseudoreguläre Pr̈azession
57Quelle 8 S. 77: 4. Die pseudoreguläre Pr̈azession und Quelle 15 - Universität Hannover
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de steht (Position3), kann der Kreisel ohne Präzessionsbewegung parallel verschoben

werden. Ein Kreisel richtet sich also automatisch nach Norden aus.

4.2 Präzessionsbewegung der Erde

Auch die Erde besitzt eine Präzessionsbewe-

Abbildung 18:Die pseudoreguläre Pr̈azes-

sion der Erde

gung. Um genau zu sein handelt es sich sogar

um eine pseudoregulare Präzession, also einëUber-

lagerung von Pr̈azession und Nutation. Dies liegt

daran, dass die Erde keine exakte Kugelform be-

sitzt. Es gibt eine
”
Äquatorwulst“von 21 km Ḧohe.

Auf diese Erhebung wirkt nun ein Drehmoment,

verursacht durch die Gezeitenkräfte von Mond

und Sonne. F̈ur eine vollsẗandige Umrundung

der Pr̈azessionsbewegung erster Ordnung benötigt die Erde ein platonisches Jahr. Das

sind etwa 25.800 Jahre. Die Nickbewegung der Präzession (die Nutation) wird dadurch

verursacht, dass der Mond selbst auch einer Präzessionsbewegung unterworfen ist. Be-

gründet durch die5◦-Neigung und den wechselnden Knotenlagen hat es zur Folge, dass

die Pr̈azessionsbewegung eine Nutationsbewegung von20′′ erḧalt58.

5 Schlusswort

Abschliessend m̈ochte ich darauf hinweisen, dass die Rotation der Erde keineswegs

unantastbar bleibt. Selbst die große Masse der Erdkugel macht es nicht unmöglich

durch Krafteinfluss die Rotationsachse zu verschieben. Gezeigt hat das unter anderem

das verheerende Erdbeben in Südostasien am Ende des Jahres 2004.

Erdrotation und Erdachse wurden beide von der Wucht des Bebens beeinflusst. Mes-

sungen desInternational GPS Servicesan der Universiẗat Bern ergaben, dass sich nach

dieser Katastrophe die Position der Erdachse um acht Zentimeter von ihrer Sollposi-

tion unterscheidet. Dies ist nach Angaben der Berner Wissenschaftler die größte Ab-

weichung der Rotationsachse seit Beginn der GPS-Überwachung 1992, die auf ein

58Quelle 19 Wikipedia - Die freie Enzyklopädie - Pr̈azession
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einzelnes Ereignis zurückgef̈uhrt werden kann59.

Jedoch ist das nicht besondere besorgniserregend, da die Präzessionsbewegung der

Erde mit etwa 10 Metern verhältnism̈aßig groß ist und ein Beben somit keinen großen

Einfluss hat. Allerdings k̈onnte es durch eine minimal erhöhte Rotationsgeschwindig-

keit zu einer Verk̈urzung der Tageslänge kommen. Dabei handelt es sich rein rechne-

risch nur um einen Betrag von etwa drei Mikrosekunden60.

59Quelle 20 - Spektrum direct
60Quelle 21 - F̈urther Nachrichten vom 31.Dezember 2004 auf Seite 6
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anderen als die angebenden Hilfsmittel benutzt und die Stellen der Facharbeit, die im
Wortlaut oder im wesentlichen Inhalt aus anderen Werken entnommen wurden, mit
genauer Quellenangabe kenntlich gemacht habe.

Veitsbronn, den 26. Januar 2005

Hiermit erkl̈are ich, dass ich damit einverstanden bin, wenn diese Facharbeit der schulinter-
nenÖffentlichkeit zug̈anglich gemacht wird.

Veitsbronn, den 26. Januar 2005

LATEX
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